Teorema de Picard-Lindelof

Existéncia e Unicidade de Solucdes
de Problemas de Valor Inicial para EDOs

Proposicao: Seja {2 C R X R"™ um conjunto aberto,

f: Q0 — R™ uma fung3o continua e (ty,yo) € ). Entdo existe
solucdo de classe C''(I) do problema de valor inicial, nalgum
intervalo I C R com ¢, € I, para a equacao diferencial
ordinaria de primeira ordem

dy
- _f
dt

se e s6 se existe uma solugdo continua C(I) da equagdo

(ty),  y(to) =Yo,

integral
t

y(t) =¥o +/t f(s,y(s))ds.

0




Definicdo: Seja {2 C R x R" um conjunto aberto,

f: QO — R™ uma fungdo continua e (ty, yg) € €2. Chamam-se
iteracoes de Picard do problema de valor inicial para a
equacao diferencial ordindria de primeira ordem

dy
— =1t tg) =
dt <7y>7 Y<0> Yo,

a sucessao de funcoes definida recursivamente a partir de

yo(t) =yo e, para k > 1, por

W) = tit.yia (). yulto) = yo

ou, equivalentemente

yx(t) = yo +/t f(s,yk-1(s))ds.

0




Definicdo: Seja {2 C R x R" um conjunto aberto,

f : () = R"” uma funcao continua. Diz-se que f é Lipschitz,
ou lipschitziana, relativamente a variavel y se existe

L > 0 tal que

(¢, y) — £, 9)l < Lily = 31,

para todos (t,y), (t,y) € €.

Diz-se que f é localmente Lipschitz, ou localmente
lipschitziana, relativamente a variavel y se for
lipschitizana em cada subconjunto compacto de ).

Proposicdao: Seja {2 C R X R"™ um conjunto aberto,
f : ) — R” uma func3o continua. Entdo, se f é de classe C"
na varidvel y, ou seja, se existem e sao continuas todas as

derivadas parciais g—;, f é localmente lipschitiziana na variavel
J

Y.




Teorema (Picard-Lindelof): Seja 2 C R x R" um conjunto
aberto, f : {2 — R" uma funcdo continua, localmente
lipschitziana na variavel y e (ty,y() € 2. Ent3o, o problema
de valor inicial para a equacao diferencial ordinaria de primeira
ordem

dy
— =1t to) =
dt <7y>7 Y< 0) Yo,

tem solucdo dnica num intervalo [ty — &, ty + €], para algum
e > 0.
Nas mesmas condicoes, a solucao pode ser prolongada de

forma (nica a um intervalo maximo de definicdo |7y, 71] tal
que (t,y(t)) = 0 quando t — T et — Ty .




Proposicao (Comparagdo): Seja 2 C R x R um conjunto
aberto, f, g : {2 — R funcdes continuas, localmente
lipschitzianas na variavel y e (¢, o) € €2. Suponha-se ainda
que

fty) > gty),  (ty) e

Entdo, designando por y e ¢ as duas solucoes, unicas, dos
problemas de valor inicial

dy
At f( 7y>7 y( 0) Yo,
dy

= — g(t. i(to) = o < Yo,
- q(t, 9), Y(to) = o < Yo

tem-se que y(t) > y(t) para t > t; no maior intervalo de
tempo de existéncia comum as duas solucoes.




Definicio: Dado um conjunto n3o vazio qualquer X = () e uma funcdo
d: X x X —[0,+00], diz-se que (X, d) é um espaco métrico se a
funcdo d satisfaz, para quaisquer =, vy, z € X,

o d(z,y) =02 =y,
o d(z,y) = d(y,x);
o d(z,z) <d(z,y)+d(y,=z).

Chama-se distancia ou métrica a uma tal funcao.

Definicdo: Dada uma sucessdo {x,} de elementos num espaco métrico

(X, d), diz-se que é uma sucessao de Cauchy se satisfaz
Veso Inveny n,m > N = d(x,, x,,) < €.

Diz-se que um espaco métrico é completo se toda a sucessao de Cauchy é
convergente.

Proposi¢do: O conjunto C'(I) das fun¢des continuas y : [a, b] — R" de

um intervalo fechado e limitado I = [a, b] para R" é um espago métrico
completo, com a distancia

d(y,x) = max||y(t) — x(t)].

A convergéncia de sucessoes de funcdes neste espaco métrico é equivalente
a convergéncia uniforme.




